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相関ある2個のN次元酔歩過程として眺めた
不規則信号波の結合強度変動
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Following Shannon's sampling theorem， a problem of calculating the joint-
probabi1ity distribution of the average energies of a number of correlative 
random signals with limited frequency bandwidth W and time interval T can 
be regarded as the problem of calculating the corresponding distribution for 
many correlative series of random walks in an N-dimensional vector space 
(N= 2 TW)， ifthe average energy of each random signal is considered as the 
square of n祖gnitudeof resu1tant vector of each random walks. 
In the generalized problem of N-dimensional random walks. we need to 
derive the joint-probabi1ity density PCR1• R2J……. RK) for the K correlative 
J九
series of random walks JRft= ~ Ir hJCR= I JR 1)， where Ir hJCh=l， 2.….，K; j=1，2， 
-・，Ih)are Ih independent random vectors in the h~th series of random walks 
in the N-dimensional vector space. 
We are we11 aware of the effectiveness of a joint characteristic function in 
the forrロofthe Hankel transform when it is applied to such joint-probability 
problem of K correlative series of random walks in an N-dimensional vector 
space. 
If we are interested in the special旬開ofK=2. we can obtain an asymptotic 
expression of the joint-probability density for large values of 1ft with the help 
of the resu1ts in the previous paper by using the joint characteristic function 
in the form of the Hankel transform. and here any special assumption on the 
types of probabi1ity distribution for the walks in question is not necessary 
e玄関ptthe四.sewhere a1 PCrhJ)'s and PCr山口J)'sare approximately of the 
same functional form. 
Furthermore， several statistical properties of the joint intensity fluctuation 
of random noise have been derived in this paper. 
The method described in this paper is also applicable to other fields of 
measurement on random phenomena， since the mean energy is a quantity met 
commonly in physics and engineering. 
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1 宮えがき
一般の不規則信号波に対して，その波動の担い手が
何であるかよりは，演ぜられる結果的な振舞の多様さ
自体に，より多く注目するとき，この強度変動量が，
不規則さの多様性を縮退なしに多く盛ることのできる
多次元関数空間内の酔歩問題として model化できる
ことを，すでに発表した。のしかし，一不規則信号、波
を，時間・空間・周波数・波長定数などの差に基づく
位相的行路差があるような2か所以上K個の点で観測
するか，または帯域幅と継続時間がそれぞれ一定区間
WとT内に限られたE種の不規則信号波に着目して，
この各観測点や各不規則波におけるK個の信号強度の
相対的な変動状態の差を，定量的に調べようとする工
学的実際問題に対処しては，さきの発表的におけるよ
うな 1個のN次元酷歩過程としてではなく，相関ある
2種のN次元酷歩問題として定式化せねばなるまし、。
本論文では，上に述べた特に2個の不規則信号強度
変動量を， Shannonの2TW次元信号空間内1λ2)に
ヨエκNk
おける，互いに相関ある 2種の酔歩過程として眺め，
種々の信号統計量，たとえば，相関効果を定量的に論
ずる際の基本的位置を占める二強度変量結合分布陽表
示をば導出し，その工学的実用性や物理的意味に言及
する。ただし，不規則信号解析としての工学的関連性
に目を向けることから，酔歩問題そのもののとしては，
各要素的酔歩 vectorの歩数が十分大なる場合の漸近
解に考察の焦点をおいている。
2 白色雑音特性を考曙LたN次元酔歩過程。
結合確率
2 -1 担関ある多くのN次元酔歩過程へ不規
則信号特性の導入
相関あるK種の不規則信号 fh.( t ) (h = 1，2，… 
k)を正規直交関数系{的(t)}に対し，
fh.( t )=~fhì- 的(t) -・ー・・・(1)
の形で展開表示すれば， fJ( t)を重価とする Parseval
Sh. N 
Fig. 1 K correlative series of random walks 1Rh. = ~ll'h.j(ll'h.j ~ a沼 h.ji) which is 
the hth series of such random walks in an N-dimensional space (max (N1・
N2，'…・…・，NKJ<N <N1+N2+υ・……+N/C).
完全関係から， norm If，dlは次式で与えられる口
Ilfhl12(三 (fh，fh.))=L]¥fhi¥2 ・H ・H ・-(2)
ただいお=(九 ψi)= J fh.(t )q1i( t )p( t )dtであ
るO
この特別な場合として，各fh(t)がすべて同一帯域
幅W以下に区切られ，時間領域も実質的に同ーの [0
TJ区間内に限定されるならば，情報理論における
Shannonの標本化定理山幻を用いて， (1)式に対応する
fh.( t)の直交展開表示は，
2~W.，. ( ¥sin (21l'wt-iπ〉
fh.( t ) =L] fh (n一)420h¥2W) 21l'wt-iπ 
-・(3)
で表わされ， (2)式の関係は，具体的に次の表示となり
Rhは工学的に実効値変動を与える。
T 1β 
Eh( =Rh2) = - I fh2( t )批
T o 
=:Z〔万読む(布)J -・・ー・・(4)
他方，酔歩問題において， Fig.l (ただし N1=N2=
…=NK=Nとする〉のごとく， N次元空間内，
それぞれ，/n個の randomvector合成からなる，相
関あるE種類の酔歩過程:
Ih 
Eh=Erhj〈h=I，2，，K〉ぃ(5)
N 
に着目するとき，Il'hj=Ll e江 hji(ediN次元空間
における m軸の単位vectorの性質から，
N Ih 
Rh2 = Ll Xh'/，2 (Xhi = Ll Xhji) ・H ・H ・'(6)
なる球形和の関係となり， (2).性)式は全く(6)式に対応
して，結局，不規則信号波における相関あるK種の強
度変動が，相関あるK種のN(=2 TW)次元酔歩過程
として考察できることが分る口
もし，不規則信号波が白い雑音構造をもっときは，
不規則の統計的幅は各展開係数 fhi (すなわち各標本
値 fh(有))の内に反映されて平均値0，分散叫
が一定で，各標本点については互いに独立なGau間分
布にしたがし、円ちょうど.N次元酔歩問題(6)式で歩
11. 
みの個数11.→∞となり，関係:xhi = LlXh.jiに対する
中央極限定理から，各座標値が独立な Gu田分布に漸
近分布した場合に対応している。したがって，二種
3 
の不規則信号波 h(t)とh'(t)聞における相関効果
は， 2 TW(=N)次元信号空間内における同一座標成
分XhiとXh'i(h， h'ニ1，2，"・H ・ K: =1，2，… 
…・・.N)聞のみの相関係数Phh'(=dhh'j，σhdh')として
反映され，ここに共分散はくXhiX山>=σ九九fであるo
もちろん.K種の各 fh(t)としては，同一不規則信
号波f(t )において，それぞれ一定t'h時間遅延させた
各時点におけるレベル瞬時値 f( t十町)(hニ1，2，…
・，K)を採用してもよく，不規則波の統計的定常性
を仮定するならば， ρhh'は宜いの時間差 ¥t'h'-t'h¥の
みの関数となることはいうまでもない口
今，まえがきでも指摘したごとし特に位相的行路
差ある 2か所の点で観測した同一不規則波の強度変動
か，または，同ーのT，W内に眠られた2種の不規則
信号強度変動に着目するとき，題意、の問題は，
N 
(… = 詰わF豆Xh2帆ι♂山川z円(
P (XU.X21;X山 X22;'"・H ・玄lN，X2N) 
N 
=lr -_--、一一一一exp
作 121'td1d2〆1-ρ1EEr 
.・・・(7)
{一20~P122l豆 2 町布4X242)(1ー ρd)¥;12 -P1ワ了、一+-;e) 
-・・・・・・・但)
として定式化される。
2・2 相闘志るN次元酔歩問題における高次
H岨 kel変換形結合特性関数法
今. RhがN次元酔歩問題として(5)式や(6)式の構造
的反映をもっ点に日を伏せて，とにかく，結果的には
正の物理量だといった基本的側面のみに着目するなら
ば，次に示す導出方法が可能である 5)，へまず.K変
量結合確率 Q(RιRム..，.・H ・".RK')とその結合確率
密度P(Rb R2• ..・H ・'， RK)との関係に着目する。
すなわち，
Q(Rt'. Rl，.........，RK')=f~...j 
E 
P(Rl' R2.………，Rx)lf Dh(Rh)dRh 
1.=1 
Dh(Rh)= 1 (RhくRh').
= o (Rh>Rh')(h =1，2，………，K) 
・・(叫
の表示における不連続積分 Dh(Rh)として.Weber-
Schafheit1inの Be盟el型不連続積分心:
mh ¥ /~ " ，J惜 1.-1(RhAh) RUJJmh(Rhf』h〉 Rh悦~:(rn/dÀh
4 
l(Rh，くRh，')1 
-0 (Rh，>Rh，') J …-….(10) 
を採用すれば，次の結合確率密度に関する一般積分表
示が導出される。
K 
( 1 ¥ LJmh， -K 
Q(R1， R2，"・ H ・....RK) = t2J 
-fB竺J oOJ~...foO f-fb九mh-1
~~1 r(mh，) 't 't. 't l~~~ 
• Jmhゆ 1，)}・ F(Av Az..... ，AK) 
仰 zdAK=(tyh)jγ
j国{Il{mh(九九)}くt11nrl叩
1 -mh， K 
Rh， >τ dAh， ?
P(RloR2 • .…・..RK) θKQ(RltR2.・…一.RK)θR1θR2・-・.8RK
=(+)~mヴl号~!下 f
liFルh-l叩}F(Al.A2，'''''' ，AK 
仇 d副仙AkK=(f1FR恥hmh川晶rFパ叫ぺhう)f下 j
国
{~主fm叫h叩A九h，}くt11Jm叫昨川h-1“ 叩R恥h円九〉
?、 ，?? ?
? ?
"'(12) 
ここに Hankel変換型結合特性関数 F (Ah À2 • …・
. .ÀK)~ì. 
F(Ah À2 • ・ H ・ H ・ ".ÀK)
!-_ Jmh-1 (AhRh，) =く打2mh-1 r(mh.) 九~t..." . ""11，1 (Ah.Rh)mh 
......・・倒
で与えられ，従来の(Laplace変換型)結合積率母関数
あるいは (Fourier変換型)結合特性関数と同様，次
の統計的性質をもっているo
[1 J lim F(Ab A2""・H ・'，AK)=1、
A九→O(Vh)
[2J 各 Rhが互いに独立ならば )…・制
K 
F(ん A2，.・H ・".AK)=1fF(Ah)) 
1，=1 
特に，Rh.が(6)式のごとく，Nh.次元空間内球形和の
形 (Fig.l参照〉て構成される点に着目すれば，これ
が一般分布表示刷，間式に及ぼす影響は，母数mhを
mh，=N，J2=T・W
(N1=N2=…… =NK=N) ... ""U5) 
なる半整教値に限定するといった形で‘反映され，さら
に.(6)式の内的構成のもとでは， Hankel変換形結合
特性関数制が具体的に次のような積分表示としてでも
与えられること，前回発表した一変量Hankel変換形
特性関数F(A戸を拡張して容易に分るo
F(ん A2."""'''.AK)=玉
ι f...f
lT S(Nh) S(Nll 
J...f.....J...f Eld胡s凹
S(N2幻 S(N的
X[F(μ11.μ山・…・・，μ1N1;μ'21.μ22・…・・.
μ2N2;""" •此μK2. μKNk)JI 
(μ1，1.μ1，2. .….IJh.Nh)→(九.9'11.1.…"'9'1，・Nh-l)..u日
7こTごし，
F(μ11.μ出・ μ1N1;μ21.μ'22....・;μKltμK2・
K N九 |
μKNk) =くexp1i ~ LJμ/JX/J~> …"Utñ 
1，=1 J=1 
は公知の(Fourier変換型〉結合特性関数であり.Nh次
元単位趨球の表面積S(Nh)およひo面積要素dS(Nh)は，
S，r.， 
Nh. (〆π)N九
ω =r(与+1) ， 
Nh-l 
dSCNh) = τ(sin9'hJ)Nh，-1-j d伊hi ・H ・H ・-佃)
で与えられる。〈μhb 向 2.…・・μhNh，)→(Ah. 制 1.(jJhZ・
日 ，(fJh，Nh-1)は Nh.次元極座標変換4，)を示し， ここで
は，もちろん N1=N2=……NK=N(=TW)であるD
2・3 白色雑音 modelとしてみたN次元酔
歩の=変量Bankel変換型結合特性関数
(7)， (8)式で‘定式化したRb R2の結合分布Q(R1 • R2) 
に対応する(16)，閉式のHankel変換型結合特性関数は
具体的に，次のように与えられる。--F(ん ω=S(Nム-:;;J..f f..f 
S(Nl) S(N2) 
[F(μ山内 .IJ1NI. ;μ2b 陶 .IJ2N2)] I 
dS(NodS(N2) (μ1.1.μ1，2. ...... .PhNh)→(Ah， (jJh1・
…，伊h，Nh-l)(h= 1，2) 
F(μ110μ12." .....μ1Nl;μ町内2..・H ・J.tzN2)
...2 N .._2 N 
=expi -2 B P1i2 - 2-BP2i2 
N 
- q12LJ μ1iμ2i~ (N1 =N2= N) ・H ・"U9)
もちろん.F(μ110μ12...... ，μlNl;P21o μ22，……，μ富市〉
は，同ーの共分散行列をもった2次元正規分布の互い
に独立なN個の積(8)式に対する特性関数であり，また
N次元極座標変換から
、
?
?，??????????、 ，??? ?????
?
?
となるo したがって F(んゐ〉は次のように書き改め
られるo
(/司 (/2 • ft 1 
F(ん，{2)=exp1-2，{12 -2，{2 t 
x古 J..JI(μ210μ22. 山 )dSCN2)
SCN2) 
-・側
I(μ210 t22........附)=ヰゴ j位 P
SCNI) 
{ -(/12 ~11l1i Il2i}dS CNt)::: SC~!) J J -(/ Lμ州 ~dS t):::否一一 II
l 、一日 J J 
N 
N .2}f'1 i2:: 1 
e-6122μ1仰・dμ11d!l12 ・4:; 阻)
ここにおいて， μliで積分するとき， μ2iが一定に保
たれること，および被積分間数の指数項に着目L.次
の直交変換Uを適用する口
(μ)-IIMDUlll 1' ¥={U υ ......UIN ¥ Iμ μlz' I f b21b …・・・b2N I IμI1，.1 1，.12... /J N 
・ ・・・
μlN' I ¥bNlbN2…...bNN! ¥μlN 
すなわち.(μn') =U(μli) 
UtU=UUt=IE(単位行列〉
N N 
2μli2 =~〆J -・悶
ただし.N次元極座標変換心:(μ210μ:22，' ... .1l2N2)→ 
(A2. 向 1.・…...9'2Nz-l)から，
COS9'以 n= 1) 
n-l 
COt9'2nπsin向j
}=1 
(n =2，3..・H ・"，N-1) b1叫
=μ2n/.ゐ=
N-l 
lf sin9'2i (n = N) 
N N 
L1b1n2= 1. ~μlitt2i =んμ11r
n=l i=l 
..…'(23) 
であるoかくして白1)式は，
恥 bμ:22........1l2N2) =詰;了Jf........f
N 
2μ1{2= 1 
i=l 
exp {-，{2(/12μ1'} d，μn'dμ1{'"・.dttN'.".・H ・-倒
に変形され，ふたたび.N次元極座標変換:
5 
μ11'=，{1 COS仇
μ12'=，{1 COS恥sin仇
K-1 
μ'lk=，{1 COSφK lf sinφj (K =2.3，……，N-1) 
N-l j=1 
μ'lk=，{lπsinOj 
j=l 
0<:世j<:π(j = 1 ，2・H ・".N -2).0 <:ON-l<21t， 
N-1 
dμll'dμ1z'...dμlN'=ん(N-Dl了(sin肋)N-j-1dOjdえ
-・・邸)
を帥式に適用L.1 ~_l(z) の積分表示心を用いるなら
2 
ば，次のごとくまとめられるD
rー型L+1 i 
I(μ210μ22...... ，1l2N) = 乙=.l.
N(〆π)N
j勺Tjt-M2612∞吋lE(sinej〉日
d8j = 
??
? ?
??
??
?
』 ??
?
?
??
??
、 、 ?
? ?
?
?
?〈 ??? ????，??、??? 、 ?
?
? ?
? ?
?
...".・帥
すなわち.Hankel変換型結合特性関数は，側，悶)式
から次の陽表示で厳密に与えられるD
r(m) 2m-1 
F(Al・，{2)一 (ρ12(/1(/2)慨=t(Al，{2)1-mexp 
(74) 一ー '-，{12ー与と).22~ 1隅ー 1(AIA2P12(/向〉
(m=N/2) ..・ H ・-闘
実際的適用に便利なよう Xhiに関する統計量で表
現された母数を，すべて.Eh(:sRh2) (h =1.2)に関
する統計量で表現し直すためには，次の積率や相関係
数を導出しておかねばなるまし、。
(a) (Ehの平均値〉
N 
!Jh=くEh>=くRh2>=2}くXhi2> = NO'h2 
(h=1.2) 
なる関係から，O'h2は，
17h
2=長=Sh/2 仇時/m) 倒
で与えられる。
(b) (E1とEaの相関係数)Eb E2聞の相関係数:
ρーくE1E2>- 91!J2 。=〆(E12)-912〆否万一922
を各座標成分 X1i.X2i聞の相関係数ρ12の関数として
表わすため，順序として，共分散くEIEz>およひ(2次
積率くEh2>をまず算出する。 2次元Ga国S 分布
P(x山 X2i)の特性関数:
N N 守 N
4R1
2 R22 一一一 2
I ~T 、(.，/8182ρ。〉
r(す )8182(1-ω 
1 r R12 . R2 1T __ 
eXPl一石土石了L否了十----S;-J J. ~ - 1 
これは.N次元酔歩との関連を無視し.Nをば積率法
で表現して，複素平面上.Fading分野で近似的に導
いた仲上の同時m分布と一致し. N=2の時. 8. O. 
Riceの結合Rayleigh分布(狭帯域雑音の包絡振幅に
関する結合分布〉であるo
確率測度の保存と，関係:Im-tCz) = ( -i)m-1Jm-l(iZ) 
を用いて(制式から，結合r分布PCEl> E2)の陽表示が
結果される。すなわち，
-・・・・悶)
PCRl> R2)一
(( 1 ~〆PoRE)
( 1 -Po)〆8182}
P悶(但但E且b E恥ωzρ)=市芳合口i己〉叫{-ポE石可i万7 
[{号「十3号~J} (νJ孟Z)fmr一L
(C~〆向ρ内0 〆内E品)c1ー ρ0)〆罰)CO<Po< 1). 
"，.2ε2 
FCμ山内i)=exp1一二言一μli2--i-/l2i2 
-ωzμ2i} 
の偏徴分から，くXli2X2i2> 20"122 + 012σ22および
<Xhi4>=3dh2( h = 1 .2)が求められるから，
N N N 
くEIE2>=~ ~くXli2Xd>=~ くXli2X2i2>
十 2LJLJく玄1i2>くxll'>=NくX21iX22i>
i>j 
+ 2 CN2021d22= 2 Np212021σ22十N2012022
N 
くEh2>= ~くXhi4>+ 2~ ~くXhi2>く玄hi>
i>J 
=N(N+ 2)0'h.4(h = 1.2) 
の結果が導出される。すなわち.(a)の結果も考慮して
ρ。(E1 と E2の相関係数)=ρ122 ・ H ・ '~9)
の関係が見出されるo
結局，相関ある 2種の N次元酷歩過程として眺め
た乱弾な二不規則信号波の結合強度変動に対する
Hankel変換形結合特性関数は，
6 
fN.¥ n2(~-1) r[τJ 2 噌_.，. τ ー五
F01.A2)=-¥t:.1 官え1ム“ A2 .J. -
(〆8182石〉言ー 1
1 
P(El，Ez〉=Ffm1ECh n1exp i一石古;了
〔号+~: J}(j;点号ω)m-1Jm_1 
(~に:;忽)いくば0).
exp {-士(StA12+制J}I~-l (+ 
-・・側布石両lA2) 
の陽表示で与えられるo
ただし， m=N!2(=TW)， 8h.=くEh.>/m
(h=1.2) ・H ・.(34)
もし.(5)式における各酷歩R'h.jの長さがそれぞれ同
一分布に従う時は，
I九 I九
旦九三くRh.2>=くl'RhrRh.>=~ ~くll' hi1l'h./>
=lh.くrh.2>C<Il'hj・R'hJ)=δjlくrh2>;h 
= 1.2) ………闘
の関係が得られ，倒，出)式と共に，これを(出)式に代入
すれば，各N次元酷歩の長さや歩みの個数lhを陽に反
映させた姿で，合成ベクトル IRb IR2の大いきに関す
る結合確率密度表示が次のごとく導出される。
2・4 白色雑音皿吋elとしてみたN次元酔
歩の=変量結合確率密度
側の Fくん.A2)を2変量 (K=2)に対する結合確
率密度一般表示を凶式に代入して，目的のP(Rh R2) 
に対する陽表示を導出することができる口ただし.(15) 
式から母数mbm2はml=m2(=m)=N!2=TWに
固定せねばならな1，， '0今，積分計算4): 
fAle-(S州 1
2
Im_l(与んμ仙Aん中2
2 rlrrc，¥v 2 o.lRt)dA1 =す叫t-sーはすλ2)
-R12 J}ん 1(~ A2R1) 
N N 
N2 R1 2 R2 2 PCRlo R2)一
r(与)(l1(r12 
司 N
(~〆 ((l1<r12以l山2))pO) .L -2 
f国一pX2
OXe b〈AX〉Jν(RX)dX= 2Pz exp 
{-会(A叩)}I¥I(会AR)
を，この順序に用いて整理するならば次の表示が導か
れる。
-・・ー・・ー・・印)
?
P1N 〔R12R2211一一一一一一一一一一十一一一一::-I t 
2(1一向)l. Il<r♂) . IZ<r22) )J 
IN ~ (N，正f.L ~__ _ R品
- ーー
す-1 ¥ 1 -Po 〆11くrlりんくr22)
-・・儲)
3 結合確率表示が純酔歩問題としてもつ漸近
的特性
すでに，不規則信号波の各標本点がもっ白色雑音特
性との対応において，酎歩の合成 vectorが各坐標成
分として結果的にもつGauss型確率的 model(8)を
前提に.(:詔~.倒，間)式の確率密度表示を厳密に導出した。
しかL.純酔歩問題として(8)式の Gaussianmodelが
まず設定できるのは，中央極限定理が成り立つ場合で
あり，厳密には歩みの個数九が十分大において，各
酔歩の坐標成分の和が Lindebergの条件を充すこと
を示さねばなるまいロここには，結果の確率密度表示
がもっ物理的意味を簡明に見出すため，厳密性を技き
にして.hが十分大のとき，純酔歩問題として，もっ
と直接かっ臼然な形で.t却や佃)の表示が漸近的に導き
出されることを示そう O ただし.(5)式で K 2. 
11=/2(=/)とし，同一過程における各酔歩は，方向一
様期待性をもち，互いに独立で，同ーの統計にしたが
い円 Fig.2のごとく. I n¥i¥とIIrzil(i=1，2.… 
…. 1)聞にのみ一定の長さ相関が存在するものとする
( <rhini) = 0 ( iキi勺〉。
X2 
X， 
Fig. 2 
Gegenbauer多項式の直交関係を利用して，すでに
証明した互いに独立な randomvectorの vector合
成における Hankel変換型特性関数の積表現6)を用い
7 
るならば.(5).間式を考慮した側式のF(んん〉は，
.1¥， .<'2聞の方向相関に独立性〈各酷歩の長さと方向も
独立〉を仮定して，
r(m)Jm-μ1r1) r(m)Jm_μ2r2) 
F(九九)= < -C~~ï2);;;~\ ・ (A
2
rd2)m-1 
>l(三 {fOl> A2)}り ・H ・H ・-聞
となり，したがって，問式から結合確率密度の積分表
示は，
P(Rlo R2) =旦品L ド¥<>0 A1抗AZmJm-l2Zm-Zr(m)2 0) 0) 
(A1R1)J叩ー102R2)F01• ん)dA1d12
一 (RIRz)m r四「目""-/G(んん〉
22叩-Zr(m)Z( (甲
U 01> 12)ldAldA2(皿 =N/2)
で与えられる。ただし，
G(九九)=一logf(ん.A2) 
U 01> 12) = 1 m1lz町 J冊一101Rl)J隅ー1(l2Rz) 
-・(制
-・・旧日
であり，鞍部点法によれば.(制式の積分に支配的に寄
与するのは.1 ・ G01• ん〉の極小値付近のみで，この
餌向はI大なるほど著しL、。しかも Levyの反転公式
と同一精神に立って. F(lh À2) と P(R1• R2)聞の一
意対応性に重要な役割を示すhの範囲は.Ahの小さい
部分である口すなわち.1 →∞で(甜)の積分に支配的に
寄与するのは. GOh A2)の極小値:
θGOlJ Az) 
θXh -， = -f (l1> 12) 百瓦f(A1. A2)= 0 
円一ν 一 ν
または，関献係 :-d孟主〈臼z "J陥Pバ巾畑例〈臼加同a回叫z吋ル〉
を用いて，
F(m) Jm(A山〉
百五f01> A2) =ー く o出 /2)m-1
r(m)ルー 10ZrZ)
>=0 (A2r2!2)m-1 
-・・・・・・・世田
を充す零点 (δ/θんについて同形の式が成り立つ〉のう
ち，Àhの小なる範囲内でG(À1 • A2)の値自身が小となる
A1= O.ん=0の近傍のみであるo
したがって，閉式のF仇.A2)を. Bessel関数の畢
級数表示を用いて.A1=ん=0の近傍で二変量署級数
に展開する。
FOh A2)= 1 +C10A12+COIA22+CllA12え2
+C20A14+C02Ae+・ -
C10 = -完〈仇 C01 一右側，
c--iL-〈rs〉〈rf〉+1L一(4m)2 ，q /'.12 / -.16m 
8 
(rZ=ヲ去土(仙〈守仇T町1九2rz2円♂か
C9.s =-(1一 1) l<r14り〉') r A ，"，，¥2 くーr12)2+ (4 m)  -，q-/ --. 2・4~m(m+ 1) • 
I(1-1) L .，. ， 1 (rz4) 
CO2 = 2 'e 4 ~S2 (rz2)2 + 2・42皿 (m+1) 
・・・(4V
Iが十分大のときは.(41)式から，
C20 :::C10212I. CO2 ::C012!2!. 
Cll:::C叩C削+-t-一一一 16m "'(42) 
の関係が導かれ.(叫式のF(Ato A2)は， .lh A2の小な
る範囲内で十分正確に次の表示に書改められるO
r、.2
F(Al. ん)=(1 +C10え12+号ド14+…・〉
「下晶量
(1 +C仇 2+すド内・・…・〉
(~ ， (rI2)2~ ，..，... ¥ _ C10.l12+C叫ん2
• ¥ 1 + "4;; 2A12A22+……ノ=
/司市 ¥l-m I 申 、
• r(m) ~すす À1.{2) lm_l¥すん.{2) 
-、..，)ヲ'、ー、ー町、ー
・e・備)
τ ，弓72 、
Im_l(Z) =r前 (Z!2)m-lt 1 +お+… ..J
の定義に基づく関係4)を用いた。結局，品1)式を考慮し
て，次の Hankel変換型結合特性関数が導出されるロ
F(m) 22(m-D 
F 01J .{2) -， --.;飢~(AIÀ2)トm
{一士剛山内2)}I川 (+AIA2) 
.....(44) 
ただし，倒，岡，倒式から8h=1くrh2)!m(h= 1.2) 
である口
(44)式を幽)式に代入し，再び倒，悶式の積分計算を経
て十分大なる極限では，次の結合確率密度表示が
結果される。
4 (R1R2)吋ト隅P(R1 • R2)一一一一一一一一一一一-r(m) (8182-r2) 
e却 { r~ ~1_ _2¥ [82R12 + 81R22) } l (8182一戸)i. V2'-'¥. -. Vl.L'¥. J J
( 2rR‘R。、
• 1mサ高平:).(皿=N!2=TW，
8h=21くが〉川， rEi十C(巾 22)
くーr12)(rz2)J ・H ・-闘
もちろん.r2はr12とr22の相関を反映しているが，こ
れはまた.R1zとR2zの相闘をも反映していることを示
そう oR1zとR♂の結合確率は次のごとく算出される。
(R品 :2)= (TR12TR22) = (:EIr 1ρi)伏〕
=((~R'li2♂ +~R' 1“i R' lJβ) (~R' 21♂，2+~R'2回pR' Zq))〉
ー iキ p tキq
=~<R' li2 11'2P2)+ :8 (R'li2R'2PR'2Q) 
i，p r.ρキq
+ ~ <Jr2~Ir li Ir lj)+ :E (IrliIrlJIr2pJraQ) 
ム1キj キj.ρキq
・…，(461
TょTごL.
(a) 2: (Irli2Ir2p2)(= 2: + ~ )=/(rl2ra2) 
i.T i=t キρ
+1(1-1 )(rJ2)(r22)， 
仏) ~. (D.'2p2lflin'tJ，)( ~ +:E + ~ ) 
(c) 
ρ，tキj i;pキj rρキキpキ1
=/(1-1 )(rr'22R'1)くD.'1>+/(1-1 )(/-2) 
(Jr22>(n¥)a( :E (U'ti2Jr2Pl'2Q> についても
i ，ρ~q 
同様).
:E (!['ttJr 1J l' 2Pl' 2q) ( _ J :E + 
zキ/，tキq ¥ -li-ρキi智
:E+:E +:E 1 
i-qキiキρi-ρキjキqi-qキjキρf
{+2+21+21 
i・ρキi-qj四 qキi-ρ キjキρキqr
= 4/(1-1 )(1-2 )(l'1>(.tr2>(D:'1 JrZ> 
+ 21(! -1 )Orl Jr2>2+ 1(1-1 )(1-2) 
(1-3 )(Jl¥)2(1I' 2)2，…H ・H ・(4切
であり，各酔歩の方向一様期待性から，
N 
(l'hU( = (Jr h>) =:Eei(XhJi) = O. 
さらに../l'lJと1l'2Jには長さ相聞のみで方向相関がな
いことから，く.lI'UJr 2U (= (1' dr 2):スカラー積の平
均)= (rlr2)・(COSO)(0はIl'lJと1'21の聞の角)=0と
なり価1)，出，)，佃i).間式から，
くRt2R22)ー (RI2)(R22) 
=/{(r12r22)ー (r12>(r22)}=mr2 ・H ・H ・.(，醐
の関係が導かれる。
一方，すでに I個の歩みからなる一種類の酷多過程
に対して，
m 
(1-んら(~-1)(合oR2)
+o(す)} -・…・・，(4曲
の確率密度表示(瞬発表では各酷歩の長さを一定roと
した〕を導出しており円 1-∞で、は，回)式の初項のみ
となり，したがって，初項の分布に基づく積率法から
(f2R2(R2の分散)=(R2)2/m(四 =N/2)の関係が導出さ
れる (fi2・3(a)， (b)からも σE2=(E)2/血の関係が得
られる〉。この性質を倒，随)式と共にここに利用すれば
R12とR2の相関係数ρ。は.1-参加の時，
P()=式U仇 2)ー (r12)くr22)} =長J
H ……(印)
となる。
かくて， 回)式の関係:r2 = 8182ρ。を代入すれば，
幽，価)式は(抑，悶:)(または(甜1))式に全く一致L.した
がって. 2TW次元信号空間内の不規則信号、波model
から導出した強度変動の結合確率密度表示側(または
間1))式が，他方.N次元空間内の純酔歩問題として眺
めた場合，酔歩特有の種々の性質 3)9)とどのように具
体的に結びつき，歩みの個数が大のとき，どのような
漸近的性質をもつかが明白である。
すなわち，前者では， 2TW個の各標本点fh(豆半)
( i =1 • 2 •......• 2 TW)に白色雑音 modelとしての
確率的性格をまず反映させた(4)式から出発し，したが
って.N(= 2TW)次元酔歩過程としては， (6)式のご
とく，各九個の全酔歩過程を終えた「結果的見地』か
ら合成 vectorの各座標成分 Xhiに Gauss型分布
modelを最初に導入したが，他方， 後者では， あら
かじめ Gauss分布 modelを導入せずに， 各酔歩を
逐次 1個l個付加してゆく「生成的見地』から，純酔
歩問題として各1個づっの酷歩に関する (a)方向一様
期待性. (b)長さと方向閣の独立性. (c)同一過程に
おける他の酔歩との独立性円 (d)異種過程の対応す
る酔歩とこの酔歩聞の長さ相聞の存在 (e)異種過程に
おける各酔歩とこの酔歩聞の方向相聞の独立性，等の
いわゆる酔参特性を反映した(閉式から，歩みの数Iを
十分大にした極限へと漸近的に調べている口
また，前者では，まず Gau田分布 modelを設定
するが，中央極限定理から 2つの酷歩過程における歩
みの数11> んは互いに異ってもよく，結果の結合確率
密度表示も厳密に導出されるが，また，後者では初め
に分布modelを導入せずともよい代り.11=/2(=/)と
揃える心配があり，結果の表示も漸近的に得られるの
みであるo
4 N次元酔歩問題の結合確率表示がもっ種々
の性性
4・1 結合積率母関数表示
出i).凶および(担)式がもっ種々の統計的性質をひき出
9 
す上に基本的位置を占める結合積率母関数回(tl> t2) 
(=くexp{ー (t1E1+t2E2)} >)をまず導出しておこう
m(tb t2)は，変数変換:th' = ShIh， Eh' = Eh/S九 (h
= 1.2)のもとに，次のごとく変形される。
m(tυt2) =くe (t1'Et' +tlEl> 
ーI I 白ー(t{E{+ t2Ea')一一一]一一-
"o "o ~ r(皿 )(l-Po)
e-4持(也九千 T
¥(一ρ。)) Jm-1 
(gv(ー ρo)E{EiC)dE{dE2' 1 -ρ。/
=j問中7ポ可(〆可y-m
-Eれt{+ァ _1i 
e 、 1-Pol (〆Ea')m-1y?(Ea')dEl • 
.:. .:. ~こ，
戸国 - E{ (t'十_41_)
y?(El) == 1 e ¥1 -ρ。I (〆El)m-1
Jm-l (~~子四)町
=c〆土石〕ぺ11(tzr+J-)「〆El)m-1
(1 -ρ。〉川 ¥~L I iー ρ。/
1-ω 叫(1-PO)2( t{ +己瓦)~2 f 
.....(51) 
ただし，置換:
p2=tl+ーユー
・ ， 1ー ρ。'
? ? ? ??
??
X =E{2， ν=m-l 
のもと，次の積分公式を用いたo
f国 aνa2
o 
e -PM xν+1Jν(ax)dx= 
(2 P2)仰 le 王子五
(R(Y)>-1) ・H ・H ・-倒
このψ(E{)の値を Elに関する積分項に代入し，置
換 t
K=tl+τー し+ --( .ナPo)
1-ρo (1-PO)2 (t{ +己石)
のもとに，積分計算:
市 fヘ-K吋 2m-1 担 {=K-概
を経て，次の結合積率母関数表示が結果され，他の見
地から導いた既発表7lの結果と一致している。
10 
国 (tt; ta) = [( 1 +s市)(1十S2ta)
一ρ尚南t1t2J-m -・・・・倒
4 • 2 Hankel変換型結合特性関数と結合積
車母閑散の関係
一般に， K変量 Eh(=Rh2)(h = 1.2.…....K)の
結合積率母関数m(t1，ta.…・・.tK)は，間式のもと，
倒式を利用して，
m(tt; t2，…... ，tK) 
=くeー(t1R12+t2R2+……+tKRK2)>
=(212J〈mh〉)fjf 目
( ;i(y川.1h"'h♂円剛町う)F仇 』ん2 紅
[htJ目 eーは匂♂hJmh-1(ば h)dRhJ
K 唱
d.11d.12""， .d.1K =π 晶h~l 2 2mh -1 r(mh)t九州
f j開 ;12mh-1FOh .12，"・H ・，.1K)1f .1九
.12h 
e 4 thd.1ld.12......d.1K ・H ・"倒
で与えられ，結局.U3)式のK変量Hankel変換型結合
特性関数 FOh .12・M ・"，.1K)は， 四 (t1o t 2 • …・・・ ， tK) と
次に示すような様式でのK次元Laplace変換関係で、結
ばれることが分る。
N(Th T2.'・H ・，TK)
=f三 fOOeー(T1A1+T2A2+......+TKAK)
G(A1o A2'……，AK)dA1dA2.・-…dAK
ただし，
N(Tb T2，"…..TK)=m(t1， t 2•……tK) 
K 
・1f2話回九r(mh)th"'h(Th= 1/4h)， 
h=l 
G(Ab A2'……，AK)= F(ん..12，……，.1K) 
.存.1h2(皿h-1 )(Ah=Ah2)・
h=1 
....日)
特に， I却)式のF(Al，.12)と日)式の m(tlo t2)とは，
K= 2， m1=m2(=皿〉とおいた師)式の2次5eLaplace
変換型で結ぼれていること， 積分公式問(関係 I慨ー1
(z )=( -i )m-1 J拠ーl(iZ)も利用する)を用いて容易
に確認できる。
4・3 酔歩過程間の相関効果と結合積率
一般に， 2変量，E1'E2• 閣の多様な相互連関の度合
を反映する統計量として，直緯的な関係の深さを示す
公知の「自己」または「相互」相関関数くE1，E2>以
外に，高次相関を反映する高次結合積率くE1tE2K> 
(1， K:任意の正整数〉が考えられ，これら各結合積率
の集大成が全体としての結合分布型 P(E1o E2)を形
成しているので、ある830 工学的実際においては，結合
分布型全体や高次結合積率よれむしろ，低次の結合
積率の方を重視する場合が多い。そのため，倒式の結
合分布型に及ぼす相関効果やこの結合積率 <E11.E2K)
に関する一般表示を導出する。
Levyの連続定理と反転公式に照して結合積率母関
数闘に着目し，これを次のごとく相関ρ。の署級数に展
開する白
国 (tb tz)= ( 1十Slt1)ーベ1+Sztz)-m 
{ 1-ρ。(tltl)行為;)}-m
=言。r品川(1+;lけ (tEY〕
[(1ム2)明 (τ先)つ
今， Carson積分4)
f国 e九 a
I(n十α+1) 1 (l-p¥n 
n! pa+1¥p ) 
-・・師)
・・聞
において， p=( 1 + s t)， Z=x/s， a:::::3U-1と
置換すれば，積分公式:
_1_(~，叫月∞ -txr ._n! 
(1+剖〉叫 1+st ) =， e l r( m + n ) 
ミ21e一山山寸)(+)]dX ・・側
を見出することができ，これを師)右辺各項に代入して
結合子分布(測に関する統計的Laguerre展開表示:
P (E1o E2) = P (E1) P (E2) 
ト十 ρonB(m山-1)(号)
Ln(日(号)}
目。 r(m)
=P(E川 (E唱。豆。r(K+mlO旬
(旦ι)Kr-(旦+旦)
8182 司ーK ¥ 81 82 
11 
また，間)式から
0) = f国 e-t町f国 P(E1> E2) dE2 ]
dE1 = ( 1 +Sltt)-惜
の関係が得られるより，結合分布幽や価)式の周辺分布
として，
?
......ー・唱1)
P(E1)( = J∞ P(Eb 島〉品
1 ~m-1 -E/S1 
-F(m)S1協ヘ e 
( P(E2) も同形〉
P(R1)( = J<><> P(Rl> R2)品)
P(En)一--1-En-1e-Edsh(h=1.2〉，=F (m)Snm =h 
r(n )F(m) 
B (00. n) = -i(-:+~) 
を導くことができるo側式がE1とE2聞の相関係数Poに
関する畢扱数表示で与えられていることから，結合分
布に及ぼす相関効果や統計的独立性からのずれを定量
的に評価する時，この展開表示は重要であるD
したがって，儲)式の結合確率表示に対しては，
-・・・・師団
2(N/2)N/2R1N-l NRι 211くr12>
2(N/2)N /2R2N- -~ 
12くr22>F(N/2) (l2(r22))N /2 
P(R1• R2) 
2(N/2)N /2 R1N-1 
F(N/2) (lt(r12) )N/2 
(P(R2)も同形)・H ・-師団
の一変量分布表示が導かれ，やはり，歩みの数十分大
なる場合における既発表の結果に一致する。
結合積率の算出に~ì，側式の展開表示を用い，各項
に積分計算8)
f∞Zl日 e-zLT--1(Z〉dZ=r〈m+I〉
e (-I)/nl， 
(-/)n=F( -1+ n)/F( -1) 
=( -/)(-1十 1}..・H ・.(-I+n-l)，
(-1)0= 1 ………(63) 
をほどこして，つぎの陽表示を導出することができ
るo
? ? ?
、 、 ， ， ，
?
?
??、 、 ， ， ??
(-LR12)42-l)(-LR221 2/1 (r12) ~'l } ~，. ¥-2/2 (r22) ~'~ ) 
，・唱団
の統計的Lague口e展開の形ででも表示でき.R12と
RZ2の相関ρ。がOのときは，それぞれ，幽)初項(1→∞) 
の形の各一変量分布 P(R1). P (R2)に関する互いに
独立な積を与えて，既発表9)との関連からもこれは全
く合理的である。結果的にみれば.(59)， (1印)式は，正な
る変動域といった基本的性質のみに着目して既に発表
した多変量の統計的Laguerre直交展開型結合確率密
度の一般表示め:
K Xmn-1 
P(X1• X 2 • ……,XK)= lT __ n 
n=1 F(mn) 8~n 
{1 +雲n・附B(主
くE1lE2K)= 81l82K:E 
n= 
-Xn/8n! ∞ { 1 +2:/ B(nh n2.…".nK) 
n1.n2.…"，nKZO 立竺丘2~白土EF(m) F(K) 
e2F1(-I， -K;皿 ;Po) ・H ・"側
ここで，超幾何扱数2F1(-1， -K;m;po)に乗ぜられ
る係数は.E1とE2が独立な場合の結合積率の積(E1t)・
(E2K)を示すことから，この超幾何紐数 2F1(-1， -
K;皿:po)自身は， 結合積率に及ぼす相関効果を反映
する因子といえよう D これより低次の結合積率に対し
ては，具体的に次の表示が得られる。
(E1E2) =mνmE2( 1 +昔)
(poの定義と一致〉
くE12E2)= mE畑 E2(1 +去)(1 +去り
KF(m+l) .L(四十K)=81182一一一一一F(m) F(K) Lrl-1〕(芸)L~~2-1)(ま)
LP-咋))
ただし，
B(nt， n2.…….nK) 
一/4~h!r(m心 T(mn-l)(主ι\\
ー¥ι1r(mh+nn) .LJnh¥8h )/ 
において，変数変換Xh=Rn2，および8n=(Rn2)/mn. 
K= 2. ml=m2=mとおいた特殊な場合に含まれて
いるD ここに，2:/ はn1=n2=…・・=nK=
n1，n2，"・・ ，nK
Oの場合を除くすべての nhについての総和記号を示
す。
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(EIEz2) = mElmE22( 1 +去)(1 + !内)
くEl~2) = mElmE22( 1 +す)可1+告po
十 2 ，}
皿 (m+llo~ ) -・・・・旧日
ただし.mE2= (Eh) (h = 1 ， 2 )である。
o 
Fig. 3 Asymptotic expression of 2-dimen-
sional probabi1ity density distribu-
tion. 
4・4 ";1ft.元教Nが十分大なる場合の漸近的特性
2・3(a)，品)から得られる関係:(Eh> msh. 
(1EhS = mSh.2を用いて 2次元正規分布の積率母関数
は，次のごとし日)式の m (tb t2)と結ばれることが
分る O
exp {ーくE前一くEs>tけま(I'E12t12
+(I'2Ezt22+ 2po(l'El(1'E2tlt2)} 
= lim { 1 -去〔ーくE前一くE2>t2十完
mー 砂田
〈くE1>t1+くE2>tZ)Z-(1' El(l' Ezt1tz 
+ pod Eld E2tlt2 Jfm 
= lim { 1 +Sltl十sztz+SlS2tltz 
問ーや田
-pos向:t1t2}-m lim m(tl' t2) ..・ H ・-蹄)
m->国
すなわち. Levyの連続定理から明らかなように，
m(=N/2)が十分大なる時，(:却の結合確率密度P(Elo
E2)表示は，漸近的に Fig.3のごとく 2次元正規分布
型で表わされる。
lim P(旦， E2) =人目→∞ 27rI1ElaE2Y 1 -po2 
?、? ? ?、?
?
?? ?
?
? ?
?
?
?
? ?
， 、 、
? ?
」ー
…?， 、 ， ????
-2po院予)(守2)+(Ez前J}
5 畠とがき
まず，位相的行路差があるような2か所以上の点で
観測したー不規則信号波か，それぞれ，一定の帯域幅と
経続時間をもっ2種以上の不規則信号技が Shannon
の標本化定理による 2TW次元信号空間内の相関ある
酔歩問題に等価され得ることを指摘した後.(i)全酔歩
過程を終了した「結果的見地』から，合成 vectorの
各座標成分に Gau剖分布 modelをまず導入する手法
と，(i)各酔歩を逐次 1個づっ付加していく『生成的見
地』から，純酔歩問題として取扱う手法，との両者に
よって，既発表の高次Hankel変換型結合特性関数法
のもとに，結合確率密度陽表示を導出した。前者の手
法は，特に，不規則信号波の強度変動に着目するとき
Parseval完全関係に基づく球形和とも直接結びつい
て，工学上はなはだ便利な解析方法であるo
ついで，この結合確率密度表示がもっ種々の統計的
性質として， (a)これを引き出す上に基本的位置を占
める結合積率母関数の導出， (b) Hankel変換型結合
特性関数との関連， (c)酔歩過程間の相闘が結合確率
や低次または高次の結合積率に及ぼす影響.(d)次元
数を大にした時にもつ分布としての漸近的性格，など
に着目し，一変量酔歩過程として導いた既発表におけ
る確率密度表示との関連法にも言及した。
終りに，京都大学・理・物理教室・高橋勲教授の平
素のご指導に御礼申し上げると共に，討論と計算に多
大の援助をいただし、た真下亨氏ならびに結果の整理に
尽力いただいた遠藤真一郎氏の二氏に深謝の意を表す
るo
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